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Loi faible des grands nombres:
(P) Inegalité de Markov
Si X ne prend que des valeurs possitifs, Alors

∀ε > 0,P[|X | ≥ ε] ≤ E(X)
ε

P[|X | ≥ ε] = P[ |X |
ε
≥ 1]

=
∫

Ω
X[ |X|

ε
≥1]dP(ω)

soit ω ∈ Ω/ |X(ω|)
ε
≥ 1

≤
∫

Ω

|X(ω)|
ε

dP(ω)

≤ 1
ε

∫
Ω
|X(w)|dP(ω)

≤ 1
ε

E(X)
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(P) Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

∀ε > 0,P[|X − E(X)| ≥ ε] ≤ V (X)
ε2

P[|X − E(X)| ≥ ε] = P[|X − E(X)|2 ≥ ε2]

≤ E((X − E(X))2)
ε2 ≤ V (X)

ε2
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Loi faible des grands nombres:
Soit (Xn)(n>0) v.a 2 a 2 independantes et de même loi ayant un moment
d’ordre 2, dont l’esperance est µ et la variance est V = σ2.

Mn = X1 + ...+ Xn

n = 1
n

n∑
k=1

Xk leurs moyenne

Alors ∀ε > 0, limn→∞ P(|Mn − µ| > ε) = 0
ε > 0, P(|Mn − µ| > ε) ≤ σ2

nε2

P(|Mn − µ| > ε) ≤ V (|Mn − µ|)
ε2

≤ V (Mn)
ε2

≤
V ( 1

n
∑n

k=1 Xk )
ε2

≤ 1
n2

V (
∑n

k=1 Xk )
ε2

≤ 1
n2

∑n
k=1 V (Xk )
ε2 ≤ nσ2

n2ε2
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Vue que Xj et Xi sont independantes ∀i 6= j d’où

P(|Mn − µ| > ε) ≤ σ2

nε2

Fonction Generatice:
soit X v.a , X(Ω) = N

GX (t) = E(tx ) =
+∞∑
k=0

P[X = k]tX Fonction Generatice de X

GX est une serie entiére en t.
ak = P[X = k], 0 < ak ≤ 1 ∀k ∈ N

⇒ RCv (
∑

akzk ) ≥ RCv (
∑

zk ) ≥ 1

⇒ GX est de rayon de convergance RCv ≥ 1
GX (1) =

∑+∞
k=0 P(X = k) = 1

GX (1) converge (aussi GX (−1) converge)
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(P) - X et Y ayant la même fonction Generatice
⇒ X et Y aient même loi de probabilité.
- X admet une espérance E(X) ssi
GX est derivable en 1 et que la dérivée G

′
X (1) = E(X)

- X admet une variance V (X) ssi
GX est deux fois derivable en 1 et on a

V (X) = G”
X (1) + G

′
X (1)− (G

′
X (1))2

G”
X (t) =

+∞∑
k=2

k(k − 1)P(X = k)tk−2

⇒ G”
X (1) =

+∞∑
k=2

k2P(X = k)tk−2 −
+∞∑
k=2

P(X = k)tk−2

⇒ G”
X (1) = E(X 2)− E(X)

⇒ V (X) = E(X 2)− (E(X))2

= G”
X (1) + E(X 2)− (E(X))2

= G”
X (1) + G

′
X (1)− (G

′
X (1))2
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X et Y v.a independantes alors on a
GX+Y (t) = GX (t)GY (t)

GX (t) =
+∞∑
k=0

P(X = k)tk

Converge normalement et alors absolument sur [−1, 1] et converege
absolument sur ]− R,R[

GY (t) =
+∞∑
q=0

P(Y = q)tq

Converge normalement et alors absolument sur [−1, 1] et converege
absolument sur ]− R,R[
⇒ la serie produit

∑
Wntn C.A et on a

n∑
k=0

Wntn = (
+∞∑
k=0

P(X = k)tk )(
+∞∑
q=0

P(Y = q)tq)

Wn =
n∑

k=0

(P(X = k))(P(Y = n − k))
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⇒Wn =
+∞∑
k=0

P[X = k et Y = n − k]

=
+∞∑
k=0

P[X + Y = n]

⇒ GX (t)GY (t) =
+∞∑
k=0

P[X + Y = n]tn

= GX+Y (t)
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Fonctions Generatrices des lois usuelles
1) loi de Bernouilli B(p)

GX (t) = 1− p + pt, R = +∞

2) loi de Binomiale de paramétre B(n,p)

GX (t) = (1− p + pt)n, R = +∞

3) loi Geometrique g(p)

GX (t) = pt
1− (1− p)t R = 1

1− p > 1

4) loi de poisson P(λ)

GX (t) = eλ(t−1) R = +∞
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Indications

1) GX (t) = P(X = 0)t0 + P(X = 1)t1

= (1− p) + pt

2) GX (t) =
+∞∑
k=0

P(X = k)tk

=
+∞∑
k=0

C k
n pk (1− p)n−ktk

=
+∞∑
k=0

C k
n pk (t.p)k (1− p)n−k

= (1− p + pt)n
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3) GX (t) =
+∞∑
k=1

P(X = k)tk

=
+∞∑
k=1

((1− p)k−1p)tk

= pt
+∞∑
k=1

(1− p)k−1tk−1

= pt
+∞∑
k=1

((1− p)t)k−1

= pt 1
1− (1− p)t
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4) GX (t) =
+∞∑
k=0

P(X = k)tk

=
+∞∑
k=0

(e−λ λ
k

k! )tk

= e−λ
+∞∑
k=0

(λt)k

k!

= e−λeλt = eλ(t−1)


