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(D) Covariance
X et Y variables aléatoires
• Cov(X ,Y ) = E

(
(X − E (X ))(Y − E (Y ))

)
= E (XY ) = E (X )E (Y )

Pour X = Y , Cov(X ,Y ) = V (X )

ρ(X ,Y ) = Cov(X ,Y )
σ(X )σ(Y ) Coefficient de corrélation.

N.B
(i) |ρ(X ,Y )| ≤ 1
(2i) si |ρ(X ,Y )| = 1 Alors ∃a, b ∈ R/Y = aX + b
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(1) E (X + Y ) = E (X ) + E (Y )
(2) V (X + Y ) = V (X ) + V (Y ) + 2cov(X ,Y )
(3) Si X et Y sont des variables aléatoire indépendantes alors

(i) cov(X ,Y ) = 0

(2i) cov(X ,Y ) = V (X ) + V (Y )

(3i) E (XY ) = E (X ) E (Y )

↔
[
(3i)→ (i); (i)→

(2)
(2i)

]
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(P)
(1) E (X1 + ...Xn) =

∑n
k=1 E (Xk)

(2) V (X1 + ...Xn) =
∑n

k=1 V (Xk) + 2
∑

1≤i<j≤n
Cov(Xi ,Xj)

(3) Si X1, ...Xn sont deux à deux indépendantes alors

(i) V (X1 + ...Xn) =
n∑

k=1
V (Xk)
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Exercices : Variables Aléatoires discrètes

Exercice 1 :

X et Y deux v.a indépendantes definies sur un même espace
probabilisé ayant la même loi géométrique de Paramétre
p ∈]0, 1[.
∀ω ∈ Ω on pose :

M(ω) =
(

X (ω) Y (ω)
Y (ω) X (ω)

)
1/ Quelle est la probabilité que M(ω) soit inversible ?
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M(ω) est inversible ⇔ det(M(ω)) 6= 0
⇔ (X (ω))2 − (Y (ω))2 6= 0
⇔ (X (ω))2 6= (Y (ω))2

P(X = Y ) =
+∞∑
k=1

P(X = k et Y = k).

P(X = Y ) =
+∞∑
k=1

P(X = k).P(Y = k).
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=
+∞∑
k=1

(1− p)k−1.p(1− p)k−1.p

= p2
+∞∑
k=1

[
[(1− p)]2

]k−1

= p2 1
1− (1− p)2

= p2 1
1− 1− p2 + 2p = p

2− p

⇒ P(X 6= Y ) = 1− p
2− p = 2− 2p

2− p = 2q
1 + q avec q = 1− p

⇒ P(X 6= Y ) = 2(1− p)
2− p = 2q

1 + q
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Exercice 2 :

2 joueurs lancent une pièce de monnaie parfaitement equilibrée
n fois chacun.
1/ Calculer la probabilité qu’il obtiennent le même nombre de
fois "Pile" ?
Notons X et Y les v.a qui désignent le nombre de fois ou les
joueurs obtiennent "Pile" respectivement.
X et Y suivent la même loi Binomiale de Paramétre B(n, 1

2) de
Paramétre n et 1

2 = p
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P(X = Y ) =
n∑

k=0
P(X = k et Y = k)

=
n∑

k=0
P(X = k) P(Y = k)

=
n∑

k=0
(Ck

n (12)k(12)n−k)2

=
n∑

k=0
(Ck

n )2.( 1
22 )n

= 1
22n

n∑
k=0

(Ck
n )2 = 1

22n

n∑
k=0

Ck
n Cn−k

n
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En effet E = E1

⋃
E2, avec E1

⋂
E2 = ∅ :

E1 a n élements. Ck
n parties de cardinal k

E2 a n élements. Cn−k
n parties de cardinal (n − k)

cardinal E = 2n

il y a Cn
2n parties de E de cardinal n.

n∑
k=0

Ck
n Cn−k

n = Cn
2n

P(X = Y ) = 1
22n Cn

2n
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Dans une station de ski on peut se rendre au depart
respectivement des pistes A et B par deux montées mécaniques
qui partent du même point D.
Le nombre de skieurs qui se présentent en D pendant une heure
est une Variable Aléatoire N qui suit une loi de Poisson de
paramétre λ > 0.
On admet, d’autre part, qu’on a atteint un regime stable tel
que chaqu’un des skieurs choisisse indépendament des
précédent A ou B avec des probabilités fixes,p et q = 1− p.
On note χ la Variable Aléatoire égale au nombre de skieurs qui
ont choisit A pendant une heure.
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1/ Loi conjointe du couple (χ; N)
χ(Ω) = N(Ω) = N; 0 ≤ k < n

P[χ = k et N = n] = P[N = n].P[χ = k | N = n]

= e−λ.λ
n

n! .C
k
n pk(1− p)n−k

et ce ∀n ∈ N; ∀ k ∈ {0, ..., n}
1/ Loi Marjinale de (χ)

P[χ = k] =
+∞∑
n=k

P[χ = k et N = n]

=
+∞∑
n=k

e−λ.λ
n

n! .C
k
n pk(1− p)n−k
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= e−λpk
+∞∑
n=k

λn

k!(n − k)! .(1− p)n−k

= e−λpkλk
+∞∑
n=k

(λ(1− p))n−k

k!(n − k)!

= e−λpkλk

k!

+∞∑
m=0

(λ(1− p))m

m!

⇒ P(χ = k) = e−λpkλk

k! eλ(1−p)

= e−λp (λp)k

k!
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⇒ χ suit une loi de Poisson de paramètre (λp).
3/ E (χ)
Comme χ suit une loi de Poisson de paramétre (λp) Alors
E (χ) = λp.


